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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

 

Учебное пособие предназначено для оказания помощи студентам строи-

тельных специальностей вузов при выполнении расчётно-графических работ по 

сопротивлению материалов, основам строительной механики (для специально-

стей ВиВ, ТГВ и СТ) и теории упругости и пластичности. 

Пособие состоит из 3-х частей и 13 глав по темам расчетно-графических 

работ. Каждая глава содержит краткое изложение теории, где приведены ос-

новные формулы и уравнения, и примеры решения задач, аналогичных задачам 

в расчетно-графических работах. 

В конце каждой части пособия приведен сортамент стальных прокатных 

стержней – уголков, двутавров и швеллеров. 

В первой части пособия приведены главы, соответствующие учебному ма-

териалу 1-го семестра изучения сопротивления материалов – геометрические 

характеристики поперечных сечений стержней, центральное растяжение и сжа-

тие прямых стержней, внутренние усилия в балках и плоских стержневых си-

стемах при изгибе, напряжения в балках при изгибе и расчеты на прочность. 

Пособие написано авторским коллективом кафедры сопротивления мате-

риалов МГСУ. Большую помощь при написании и подготовке к изданию учеб-

ного пособия оказали авторам коллеги по кафедре – профессор О.В.Мкртычев, 

доценты А.Я.Астахова, А.В. Ильяшенко и А.Г.Паушкин. 

В пособии использована система единиц СИ, а также традиционные для 

курса сопротивления материалов обозначения: сила – P, площадь поперечного 

сечения стержня – F. Соотношения между основными механическими величи-

нами в единицах СИ и в технической системе приведены в следующей таблице: 
 

Наименование 

величины 

Е д и н и ц а Соотношение 

единиц Наименование Обозначение 

Сила, нагрузка, вес Ньютон Н 
1Н  0,1 кгс 

1кН  0,1тс 

Линейная нагрузка Ньютон на метр Н/м 
1Н/м  0,1кгс/м 

1кН/м  0,1тс/м 

Момент силы, момент  

пары сил 
Ньютон-метр Нм 

1Нм  0,1кгсм 

1кНм  0,1тсм 

Напряжение, давление Паскаль Па 
1Па  0,1кгс/м

2 

1МПа  10кгс/см
2 

 

При определении напряжений в качестве вспомогательной единицы из-

мерения используется также кН/см
2  

(1 кН/см
2
 = 10 МПа).  
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ГЛАВА  1 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ 

СТЕРЖНЕЙ 

1.1. Основные определения и формулы 

Основными геометрическими характеристиками поперечных сечений 

стержней (рис.1.1), используемыми при расчете стержней на прочность и жест-

кость, являются следующие.  

Площадь сечения  F. 

Статические моменты площади се-

чения относительно осей  Оx  и  Oy 


F

x ydFS  ,  
F

y xdFS .           (1.1) 

Осевые моменты инерции 


F

x dFyJ 2  ,  
F

y dFxJ 2 .        (1.2) 

Центробежный момент инерции 


F

xy xydFJ .                       (1.3) 

Полярный момент инерции                    

F

yxp JJdFrJ 2 .         (1.4) 

Статические моменты имеют размерность длины в третьей степени (см
3
), а 

моменты инерции – единицы длины в четвертой степени (см
4
). Статические 

моменты и центробежный момент инерции могут быть положительными, отри-

цательными и равными нулю. Осевые моменты инерции всегда являются поло-

жительными величинами. 

Координаты центра тяжести сечения определяются по формулам 

F

S
x

y

С   ,         
F

S
y xС .        (1.5) 

Оси, проходящие через центр тяжести 

сечения, называются центральными осями. 

Статический момент сечения относитель-

но любой центральной оси равен нулю. 

Частным случаем центральных осей явля-

ются оси симметрии сечения. 

При определении моментов инерции 

сечений используются зависимости между 

моментами инерции при параллельном пе-

реносе осей координат (рис.1.2): 

,   ,     , 
1111

22 abFJJFaJJFbJJ xyyxyyxx          (1.6) 

где  а  и  b – координаты центра тяжести  О  в системе координат  О1х1y1. 

   Рис.1.1    
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Рис.1.2    

Рис.1.1    
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Две взаимно перпендикулярные оси, относительно которых центробежный 

момент инерции равен нулю, называются главными осями инерции. Осевые 

моменты инерции относительно главных осей имеют экстремальные значения  

Jmax = J1  и  Jmin = J2 . Они называются главными моментами инерции. 

Если главные оси проходят через центр тяжести сечения, то они называют-

ся главными центральными осями сечения. 

Величины главных моментов инерции  J1 и J2  и углы наклона главных 

осей  1  и  2  к оси  Ох  определяются по формулам 

.      , 

;  
22

2
2

1
1

2

2

2,1

JJ

J

JJ

J

J
JJJJ

J

y

xy

y

xy

xy
yxyx














 





tgtg

    (1.7) 

Ось симметрии сечения и любая ось, ей перпендикулярная, составляют па-

ру главных осей. Для сечений, имеющих более двух осей симметрии, а также 

при равенстве главных моментов инерции  J1 = J2  все центральные оси являют-

ся главными. 

Ниже приведены справочные данные о геометрических характеристиках 

простых сечений. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

                    Рис.1.3                                                                Рис.1.4      

Прямоугольник (рис.1.3) 
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3bh
J x  ,   

12
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J y  ,   

3

3

1

bh
J x  ,   

3

3

1

hb
J y  .   (1.8) 

Равнобедренный треугольник (рис.1.4) 

36
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                            Рис.1.5                                                                Рис.1.6      

Круг (рис.1.5) 

322

44 DR
J p





  ,      

644

44 DR
JJ yx





  .                           (1.10) 

Полукруг (рис.1.6) 

8

4

1

R
JJ yx


  ,   411,0 RJ x   ,   R

R
y 424,0

3

4
0 


  .       (1.11) 

 Геометрические характеристики сечений прокатных стержней (двутавра, 

швеллера, уголка) приведены в сортаменте. 

 

 

1.2.  Примеры решения задач 
 

Задача 1.1.   

Определим моменты инерции относительно главных центральных осей се-

чения в виде прямоугольника с круговыми вырезами (рис.1.7). 

Размеры сечений на рисунках  1.7  1.12  даны в сантиметрах. 

Оси симметрии  Ох, Оу  являются 

главными центральными осями всего 

сечения. 

Моменты инерции и площади пря-

моугольника и круговых вырезов отно-

сительно их собственных осей опреде-

ляются по формулам (1.8) и (1.10) 

  4
3

1 см 40000
12

2060



xJ ,  

                                         , см 360000
12

6020 4
3

1 


yJ   2
1 см  12002060 F  ; 

             , см 1017
4

6 4
4

22 


 yx JJ      22

2 см 1136 F  . 

y
R=6

12 18 18 12

1
0

1
0 O x

 

Рис.1.7    
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Моменты инерции сечения относительно главных центральных осей опре-

деляются по формулам (1.6). 

          421 см3694910173400003  xxx JJJ ; 

          422
2

21 см2837251811321017336000023  aFJJJ yyy  . 

 

Задача 1.2.   

Определим моменты инерции относительно главных центральных осей 

поперечного сечения, показанного на рис.1.8. 

Разобьем сечение на три простые фигуры: 

прямоугольник с размерами  128 см  и два рав-

нобедренных треугольника с размерами  126 см. 

Моменты инерции и площади прямоугольника и 

треугольников относительно их собственных 

центральных осей определяются по формулам    

(1.8) и (1.9). 

     4
3

1 см512
12

812



xJ  ,     см1152

12

128 4
3

1 


yJ , 

                       2
1 см96812 F ; 

     4
3

2 см72
36

612



xJ  ,      4

3
2 см216

48

126



уJ  , 

                       2
2 см36

2

612



F  . 

Площадь всего сечения равна 

                               2см16836296 F . 

Моменты инерции сечения относительно главных центральных осей  Ох, 

Оу  определяются по формулам (1.6). 

                422
2

21 см32486367225122  bFJJJ xxx ; 

             421 см1584216211522  yyy JJJ . 

 

Задача 1.3.   

Определим моменты инерции относительно главных центральных осей 

поперечного сечения стального стержня, составленного из четырех равнобоких 

уголков  L10010010  и листа сечением  30010 мм  (рис.1.9). 

Выпишем из сортамента площадь и моменты инерции сечения уголка от-

носительно собственных центральных осей  О1х1  и  О1у1: 

                     411 см179
11


yx
JJ  ,      F1 = 19,2 см

2 
. 

  Рис.1.8   
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Моменты инерции относительно осей  Ох и Оу  и площадь сечения листа 

равны 

                   4
3

2 см2250
12

301



xJ  ,     4

3
2 см5,2

12

130



yJ  ,   F2 = 30 см

2
. 

Площадь всего сечения равна  

        F = 419,2 + 30 = 106,8 см
2
. 

Моменты инерции сечения относительно 

главных центральных осей  Ох  и  Оу  опреде-

ляются по формулам (1.6). 

      
; см143412250

17,122,1917944

4

222
11

1

1



 xxx JbFJJ

 

      
. см15705,2

33,32,1917944

4

222
11

1

1



 yyy JaFJJ

 

Задача 1.4.   

Определим положение центра тяжести и моменты инерции относительно 

главных центральных осей поперечного сечения с одной осью симметрии 

(рис.1.10). 

Данное сечение можно рассматри-

вать как прямоугольник с размерами  

2418 см и прямоугольный вырез с 

размерами  1212 см. 

Площадь  сечения  равна   

       F = 2418 – 1212 = 288 см
2
. 

Для определения положения центра 

тяжести сечения, который находится на 

оси симметрии  Оу, примем в качестве 

вспомогательной оси ось  О1х1, прохо-

дящую по основанию фигур.  

Статический момент сечения относительно этой оси определим как раз-

ность статических моментов прямоугольника и квадрата 

               3
2211 см30246121291824

1
 yFyFSx . 

Определим по формуле (1.5) координату центра тяжести 

.см5,10
288

3024
1

0 
F

S
y

x
 

x

y

300 10мм

L100 100 10 

х1

у1

О1

3,33

2
,8

3
1
2
,1

7 О

 
  Рис.1.9   

 

  Рис.1.10   
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  Рис.1.9   
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Оси  Ох  и  Оу  являются главными центральными осями сечения. 

По третьей из формул (1.8) определим момент инерции сечения относи-

тельно оси  О1х1: 

                             .J x
4

33

см39744
3

1212

3

1824
1







  

Моменты инерции сечения относительно главных центральных осей опре-

деляются по формулам (1.6). 

            ;см79925,1028839744 422
01

 yFJJ xx  

            .J y
4

33

см19008
12

1212

12

2418






  

 

Задача 1.5.   

Определим положение центра тяжести и моменты инерции относительно 

главных центральных осей поперечного сечения стальной балки, составленной 

из двух двутавров  I27  и стального листа сечением  40012 мм (рис.1.11). 

Моменты инерции и площади сече-

ний двутавра и листа относительно соб-

ственных центральных осей соответ-

ственно равны: 

, см5010 4

1
xJ   ,см260 4

1
yJ  

           F1 = 40,2 см
2 
;   

4
3

см76,5
12

2,140
2




xJ  , 

4
3

см6400
12

402,1
2




yJ  , 

           F2 = 401,2 = 48 см
2
 . 

 

Площадь всего сечения равна  

                       F = 240,2 + 48 = 128,4 см
2
. 

Для определения положения центра тяжести всего сечения определим ста-

тический момент сечения относительно оси  О1х1, проходящей через центры 

тяжести двутавров: 

                         .,
,

,yFSx
3

22 см8676
2

21
51348

1









  

По второй из формул (1.5) получим 

                          .см27,5
4,128

8,676
1

0 
F

S
y

x
 

  Рис.1.11   
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Оси  Ох  и  Оу  являются главными центральными осями. Моменты инер-

ции сечения относительно этих осей равны 

                 422 см16000)83,84876,5(27,52,4050102 xJ ; 

                 42 см149606400102,402602 yJ . 

 

Задача 1.6.   

Для стержня несимметричного сечения, составленного из двутавра  I50  и 

неравнобокого уголка  L20012516  (рис.1.12,а), определим положение центра 

тяжести сечения, моменты инерции относительно главных центральных осей и 

положение этих осей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                               Рис.1.12 

Моменты инерции и площади сечений двутавра и уголка относительно их 

собственных центральных осей соответственно равны: 

        , см1043   , см39727 44

11
 yx JJ     , 0

11
yxJ      F1 = 100 см

2
 ; 

          , см644    , см2026     , см617 444

2222
 yxyx JJJ  F2 = 49,8 см

2
 . 

Площадь всего сечения равна   

                             F = 100 + 49,8 = 149,8 см
2
 . 

Для определения положения центра тяжести выберем в качестве вспомога-

тельных осей оси двутавра  О1х1  и  О1у1. По формулам (1.5) получим 

            ;см24,7
8,149

79,218,4922
0

1 



F

xF

F

S
x

y
 

            .см32,7
8,149

01,228,4922
0

1 



F

yF

F

S
y

x
 

 

2
y2

6,7121,79

7,24 14,55
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Эти величины и координаты центров тяжести двутавра и уголка в системе 

координат  Оху  показаны на  рис.1.12,а  и соответственно равны: 

.см6914     ,см5514     ,см327    ,см247 2211 ,b,а,b,а   

Определим по формулам (1.5) моменты инерции сечения относительно 

центральных осей  Ох  и  Оу. 

                    
;см5644969,148,4961732,710039727      422

2

22

2

11 21



 bFJbFJJ xxx
 

                    
;см1885455,148,49202624,71001043      422

2

22

2

11 21



 aFJaFJJ yуy
 

                    
    .см1530069145514849644327247100       4

222111 2211





,,,,,

baFJbaFJJ yxyxxy
 

По формулам (1.7) определим величины главных моментов инерции и уг-

лы наклона главных осей  1  и  2  к оси  Ох. 

                           

;15300
2

1885456449

2

1885456449
        

22

2

2

2

2

21








 












 



 xy

yxyx

, J
JJJJ

J

 

                           J1 = 61889 см
4 
,            J2 = 13415 см

4 
; 

                           356,0
6188918854

15300

1
1 







JJ

J

y

xy
tg ,     о

1 619, ; 

                           813,2
1341518854

15300

2
2 







JJ

J

y

xy
tg ,        о

2 470, . 

На рис.1.12,б приведено графическое определение величин главных мо-

ментов инерции и положения главных осей. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 12 

x

P3

q

a

m m

P2
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N=P qa3 

 

ГЛАВА  2 

ЦЕНТРАЛЬНОЕ РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ СТЕРЖНЕЙ 

2.1. Основные определения и формулы 

Центральное растяжение и сжатие прямого стержня вызывается действием 

осевых нагрузок, в состав которых входят сосредоточенные силы и распреде-

ленные нагрузки, характеризующиеся интенсивностью  q.  При  q = const  

нагрузка называется равномерно распределенной, равнодействующая которой 

равна произведению  qа,  где  а – длина участка распределения. 

В поперечных сечениях стержня действуют только нормальные напряже-

ния и одно внутреннее усилие – продольная сила  N, определяемая с помощью 

метода сечений. При этом продольная сила равна сумме проекций на ось  Ох  

нагрузок, приложенных к одной из частей стержня (рис.2.1). 

Результаты вычисления продольных 

сил  N  для верхней и нижней частей 

стержня должны совпадать. Растяги-

вающая продольная сила считается по-

ложительной, а сжимающая – отрица-

тельной. Продольная сила имеет раз-

мерность сосредоточенной силы 

(например, кН). 

После определения продольных сил  

N  в характерных сечениях стержня 

можно построить график изменения 

этих сил по длине стержня (эпюру N). 

При её построении используется диф-

ференциальное соотношение 

    q
dx

dN
  .                   (2.1) 

Нормальные напряжения при цен-

тральном растяжении и сжатии одина-

ковы во всех точках поперечного сече-

ния и определяются по формуле 

   
F

N
  ,                       (2.2) 

где  F – площадь поперечного сечения. 

В  системе   СИ   напряжения   имеют   размерность    Па = Н/м
2 
,    МПа =  

= 10
–1

 кН/см
2
  и др. 

Относительная продольная деформация стержня длиной  l  равна 

                         
l

l
  ,                                                                 (2.3) 

где  l – удлинение или укорочение стержня. 

 Рис.2.1   
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В пределах упругих деформаций справедливо линейное соотношение меж-

ду напряжениями и деформациями, называемое законом Гука 

      E  ,                                                                (2.4) 

где  Е – модуль упругости материала стержня. 

Удлинение или укорочение стержня, закрепленного в начальном сечении  

х = 0,  определяется по формуле 

    

l

dx
EF

N
l

0

 .                                                      (2.5) 

Для частного случая  ЕF = const  и  N = const имеем 

     
EF

lN
l   .                                                             (2.6) 

Для стержня с постоянной жесткостью  ЕF  при произвольном законе из-

менения продольной силы  N  величину  l  можно определить по формуле 

     
EEF

l N

11
                                                 (2.7) 

где  N   и     – площади эпюры  N  или эпюры     на рассматриваемом 

участке стержня. 

Поперечные сечения стержня, оставаясь плоскими и перпендикулярными к 

оси, получают осевые перемещения  u = u(x).  Эпюра осевых перемещений 

строится после определения удлинений или укорочений  l  участков стержня. 

Если при определении продольных сил и опорных реакций уравнений рав-

новесия недостаточно, то стержень или стержневая система называются стати-

чески неопределимыми. Для их расчета необходимо использовать условия де-

формации. 

Расчет на прочность элементов строительных конструкций производится 

по методу предельных состояний. В поперечных сечениях стержня при цен-

тральном растяжении или сжатии должно выполняться условие прочности 

          R
F

N
c  ,                                                      (2.8) 

где  R – расчетное сопротивление материала, характеризующее его прочность, и  

с – коэффициент условий работы. Величина продольной силы  N  вычисляется 

от действия расчетных нагрузок, определяемых с учетом коэффициента надеж-

ности по нагрузкам  f .  Значения  R, с  и  f приведены в соответствующих раз-

делах  СНиП. 

Подбор сечения стержня производится по формуле 

    
R

N
F

c
  .                                                             (2.9) 
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

т


О

 

Расчет элементов машиностроительных конструкций производится по ме-

тоду допускаемых напряжений. Условие прочности в этом случае записывается 

в виде 

     ][
F

N
 ,                                                       (2.10) 

где  ][  – допускаемое напряжение. 

При расчете  стержней и  стержневых  систем из  пластичных  материалов 

может быть использована упрощённая диаграмма зависимости   = f(), напри-

мер, диаграмма Прандтля (рис.2.2). Согласно этой диаграмме при достижении 

напряжениями предела текучести  т  деформации неограниченно возрастают. 

При этом продольная сила в стержне принимает предельное значение (разру-

шающая сила) 

        FNN т пред  .                                (2.11) 

За начало разрушения стержневой системы 

можно принять такое состояние, при котором напря-

жения во всех стержнях достигнут предела текучести. 

При этом величина предельной нагрузки  пред  опре-

деляется из уравнений равновесия. Допускаемая 

нагрузка определяется по формуле 

    
n

Ρ
Ρ

пред
  ,                                        (2.12) 

где  n – коэффициент запаса прочности. 

 

 

2.2. Примеры решения задач 
 

Задача 2.1. 

Для стержня ступенчато постоянного сечения, находящегося под действи-

ем осевых нагрузок (рис.2.3,а), построим эпюры  N  и  . Определим удлинения 

(укорочения) участков стержня и всего стержня в целом и построим эпюру осе-

вых перемещений. В расчетах примем  Е = 110
5
 МПа = 110

4
 кН/см

2
. 

Определим опорную реакцию в точке закрепления стержня. 

                    X = 0,     – R + 9 + 301,2 – 24 = 0,     R = 21 кН . 

Направление опорной реакции в начале расчета принято правильно. 

Определим с помощью метода сечений продольные силы и нормальные 

напряжения в пределах трех характерных участков стержня. 

 

 

 

 

  Рис.2.2   
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х
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2
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1

2
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х

О

0
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1
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0
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м

3

R

9кН

а

1
,2

–
а

12
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а) (кН)

24

–

10

17,5

12

+

6

(МПа) (см)

0,0184

0,0232

0,022

0,014

+

–

+

 
  

Участок 1  ( 8,00  x  м,  рис.2.4). 

    X = 0,    – 21 + N = 0 ;   

    N = 21 кН (растяжение) ; 

      

.МПа5,17            

кН/см75,1
12

21 2




F

N

 

Участок 2  ( м6,18,0  x , рис.2.5). 

  X = 0 ,   – 21 + 9 + N = 0 ;    

 N = 12 кН (растяжение), 

  .МПа10кН/см1
12

12 2   

Участок 3  ( м8,26,1  x , рис.2.6). 

  X = 0 ,   – N + 30(2,8 – х) – 24 = 0 ,  N = 30(2,8 – х) – 24 ; 

    х = 1,6 м ,   N =301,2 – 24 = 12 кН (растяжение), 

   .МПа6кН/см6,0
20

12 2   

    х = 2,8 м ,  N = – 24 кН (сжатие) , 

   .МПа12кН/см2,1
20

24 2   

Строим эпюры  N  и    (рис.2.3,б,в). В пределах первого и второго участ-

ков продольные силы и нормальные напряжения имеют постоянные значения, а 

в пределах третьего участка они изменяются по линейному закону. В сечении  х 

= 0,8 м продольная сила имеет скачок на величину  9 кН. 

Рис.2.5   
 

Рис.2.6   

  Рис.2.3   

 

Рис.2.4    
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Определим величины удлинений (укорочений) участков стержня. 

                           см014,0
12101

8021
4

1

11
1 






EF

lN
l  (удлинение) , 

                           см008,0
12101

8012
42 



l  (удлинение), 

                           

 

 .укорочение см0036,0                        

120
2

1224

20101

11
4

2

3









 N
ЕF

l
 

Общее удлинение стержня равно 

                   .см0184,00036,0008,0014,0321  llll  

Определим осевые перемещения характерных сечений стержня. 

                            х = 0,           u = u0 = 0 ; 

                            x = 0,8 м ,    u1 = u0 + l1 = 0,014 см ; 

                            x = 1,6 м ,    u2 = u1 + l2 = 0,014 + 0,008 = 0,022 см ; 

                            x = 2,8 м ,     u3 = u2 + l3 = l = 0,0184 см . 

Эпюра  u  приведена на рис.2.3,г. В пределах первого и второго участков 

осевые перемещения изменяются по линейному закону, а в пределах третьего 

участка – по закону квадратной параболы. В сечении, где  N =  = 0, имеется 

экстремум  umax,  который равен: 

       ,см023204012
2

1

20101

1
0220

432 ,,luumax 


   

где   
3l  – удлинение верхней части третьего участка стержня длиной  а, кото-

рая определяется из пропорции: 

                                   ,
аа,

12

21

24



               а = 0,4 м. 

Все поперечные сечения перемещаются в положительном направлении оси  

Ох, то есть вниз. 

 

Задача.2.2. 

Для стержня ступенчато постоянного сечения, испытывающего централь-

ное растяжение и сжатие (рис.2.7,а), построим эпюры  N  и  . Определим 

удлинения (укорочения) участков стержня и всего стержня в целом и построим 

эпюру осевых перемещений. В расчетах примем  Е = 2·10
5
 МПа = 2·10

4
 кН/см

2
.  

Определим с помощью метода сечений значения продольных сил и нор-

мальных напряжений в характерных сечениях стержня, начиная с сечения 

вблизи свободного торца. 

Участок 3  ( м32  х ). 

                     х = 3 м ,      N = 0,       = 0 ; 
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                     х = 2 м ,      N = – 301 = –30 кН (сжатие) ; 

                                         .МПа20кН/см2
15

30 2   

Участок 2  ( м221  х, ). 

                     х = 2 м ,      N = – 30 кН , 

                                         .МПа30кН/см3
10

30 2   

                     х = 1,2 м ,   N = – 30 кН ,      = – 30 МПа . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Участок 1  ( м210 ,х  ). 

                     х = 1,2 м ,   N = – 30 + 60 = 30 кН (растяжение) ; 

                                         МПа25кН/см52
12

30 2  , ; 

                     х = 0 ,          N = 30 – 201,2 = 6 кН ; 

                                         .МПа5кН/см50
12

6 2  ,    

Эпюры  N  и    приведены на рис.2.7,б,в. В пределах первого и третьего 

участков продольные силы и нормальные напряжения изменяются по линейно-

му закону, а в пределах второго участка они имеют постоянное значение. В се-

чении  х = 1,2 м  продольная сила имеет скачок на величину 60 кН. 

Опорная реакция в закрепленном сечении равна  R = 6 кН. Её направление 

показано на рис.2.7,а. 

Определим величины удлинений (укорочений) участков стержня. 

F3=15см
2

1
,2

м
0
,8

м

F1=12см
2

1
м

F2=10см
2

х

R

20кН/м

60кН

30кН/м

О

2

б)
N

в)  г) uа) (кН) (МПа) (см)

–

+

–

+

+

–

30

30

6 5

30

25

20

0,009

0,003

0,008

1

3

 

Рис.2.7   
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 

;см0090120
2

630

12102

1
41 ,l 





  

                     ;см0120
10102

8030
42 ,l 



  

                     ;см005010030
2

1

15102

1
43 ,l 


  

                     .см0080005001200090321 ,,,,llll   

Стержень в целом укорачивается. 

Определяем осевые перемещения характерных сечений стержня. 

                     х = 0 ,          u0 = 0 ; 

                     x = 1,2 м ,   u1 = u0 + l1 = 0,009 см ; 

                     x = 2 м ,      u2 = u1 + l2 = 0,009 – 0,012 = – 0,003 см ; 

                     x = 3 м ,      u3 = u2 + l3 = l = – 0,008 см . 

Эпюра  u  приведена на рис.2.7,г. В пределах второго участка осевые пере-

мещения изменяются по линейному закону, а в пределах первого и третьего 

участков – по квадратичному закону. В сечении  х = 3 м  касательная к эпюре  u  

параллельна оси  Ох. В пределах второго участка имеется сечение, осевое пере-

мещение которого равно нулю. 

 

Задача 2.3. 

Чугунный стержень ступенчато постоянного сечения закреплен на обоих 

торцах и находится под действием двух сосредоточенных сил (рис.2.8,а). По-

строим в общем виде эпюры  N,   и  u  и определим величину силы    из усло-

вий  прочности  по  методу  допускаемых  напряжений.  В расчетах примем  F =  

= 10 см
2
  и допускаемые напряжения при растяжении и сжатии  [р] = 80 МПа =  

= 8 кН/см
2 
,  [с] = 150 МПа = 15 кН/см

2
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1,5F

3P

P

F

3
0
см

4
0
см

3
0

см

1

2

3P

P

R2

R1

O

x

X R= 1

4P

P

NP NX
X

г)в)б)а)

3 –

+

 
Рис.2.8   
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В точках закрепления стержня возникают две опорные реакции  R1  и  R2. 

Составим уравнение равновесия: 

              Х = 0 ,     – R1 +  + 3 – R2 = 0 ,     R1 + R2 = 4. 

Получили одно уравнение с двумя неизвестными. Данный стержень явля-

ется статически неопределимым, и для его расчета необходимо использовать 

условие деформации стержня  l = 0. Раскроем это условие с помощью прин-

ципа независимости действия сил. 

Отбросим мысленно одно из закреплений, например, верхнее, и введем в 

этом сечении неизвестную силу  Х = R1  (рис.2.8,б). Произведем расчет полу-

ченного таким образом статически определимого стержня раздельно на дей-

ствие заданных нагрузок и силы  Х.  Соответствующие эпюры продольных сил 

приведены на рис.2.8,в,г. При этом величины удлинений и укорочений стержня 

равны: 

                   
EF

Ρ

F,E

Ρ

F,E

Ρ
lР 100

51

304

51

30










 ; 

                   
EF

X

F,E

X

EF

X
lХ 80

51

6040








 . 

Используем условие деформации стержня и находим опорные реакции. 

                   080100 
EF

X

EF

Ρ
lll ХР ; 

                   Ρ,RX 2511  ,     Ρ,RΡR 7524 12  . 

Определяем значения  N,   и  l  в пределах участков стержня. 

Участок 1. 

                   

.
EF

Ρ

EF

Ρ,
l

F

Ρ
,,Ρ,RN

50
40251

;251      251

1

1








 

Участок 2. 

                   

.
EF

Ρ

F,E

Ρ,
l

F

Ρ
,

F,

Ρ
,,Ρ,ΡΡ,N

5
51

30250

;1670
51

250    250251

2 







 

Участок 3. 

                   

.
EF

Ρ

F,E

Ρ,
l

F

Ρ
,

F,

Ρ
,,Ρ,RN

55
51

30752

;831
51

752    752

3

2









 

Проверим выполнение условия деформации стержня. 
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                 055550321 
EF

Ρ
llll . 

Задача решена правильно. Эпюры  N  и    приведены на рис.2.9,б,в. 

Определяем осевые перемещения характерных сечений. 

               х = 0 ,               u = u0 = 0 ; 

               х = 40 см ,        u1 = u0 + l1 = 50
EF

Ρ
 ; 

               х = 70 см ,        u2 = u1 + l2 =  
EF

Ρ

EF

Ρ
55550  ; 

               х = 100 см ,      u3 = l = 0 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Эпюра  u  приведена на рис.2.9,г. Осевые перемещения изменяются по ли-

нейному закону. Все поперечные сечения перемещаются в положительном 

направлении оси  Ох, то есть вниз. 

Используем условия прочности по наибольшим растягивающим и сжима-

ющим напряжениям (первый и третий участки) и определим допускаемые зна-

чения силы  . 

              2
рp кН/см8][

10
25,125,1 

Ρ

F

Ρ
,    кН64Ρ ; 

              ,кН/см15][
10

83,183,1 2
cc 

Ρ

F

Ρ
   кН881,Ρ  . 

Из двух допускаемых значений силы надо принять меньшее:  = 64 кН. 

 

 

  Рис.2.9   
 

3P

P

1

2

R Р2=2,75

R Р1=1,25

O

x

г)в)б)а)
N

2,75Р

0,25Р

1,25Р


1,25 Р
F

0,167

1,83

u

50 Р
ЕF

55 Р
ЕF

Р
F

Р
F

3 – –

+

++
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Задача 2.4. 

Латунный стержень ступенчато постоянного сечения находится под дей-

ствием силы  Р = 30 кН.  Нижний участок испытывает равномерный нагрев на 

величину  Т = 20С  по отношению к начальной температуре. Между нижним  

торцом стержня и жестким основанием имеется малый зазор   = 0,012 см  

(рис.2.10,а). Построим эпюры  N,   и  u. 

В расчетах примем  Е = 110
5
 МПа = 110

4
 кН/см

2
  и коэффициент линейно-

го температурного расширения   = 1,6510
–5

 1/град. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                             Рис.2.10 

Определим величину возможного удлинения стержня от действия силы    

и от нагрева нижнего участка. 

                   ;см0060
20101

4030
4

1

1 ,
EF

Ρl
lР 




  

                   ;см01320204010651 5
2 ,,TllT    

                   .см01920013200060 ,,,ll TР   

Поскольку сумма  lР  и  lТ  больше зазора   = 0,012 см, при нагружении 

стержня этот зазор замкнется, и стержень будет работать как статически 

неопределимый с двумя опорными реакциями  R1  и  R2  (рис.2.10,а). 

Составим уравнение равновесия. 

                   Х = 0,       – R1 + 30 – R2 = 0 ,    R1 + R2 = 30 кН . 

F1=20см
2

F2=10см
2

1

2

R2

R1

T=20
o

a)

l 1
=

4
0
см

l 2
=

4
0
см



30кН

О

б)
N

в)


г)
u

+

–

12 12 0,012

– +

0,0036

+

(см)(МПа)(кН)

х

918
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Для решения задачи используем условие деформации стержня  l = . От- 

бросим мысленно нижнее закрепление и введем неизвестную силу  Х = R2.  

Возможное укорочение стержня от действия этой силы равно: 

                   Х
ХХ

EF

lХ

EF

lХ
lХ

4

44
2

2

1

1 106
10101

40

20101

40 








 . 

Используя условие деформации стержня, на основании принципа незави-

симости действия сил получим 

                     ;см012010601920 4 ,Х,llll ХTР    

                     ,кН122  RX      .кН18123030 21  RR  

Определим продольные силы и нормальные напряжения в пределах участ-

ков стержня и величины удлинений участков. 

Участок 1. 

                    

.,l

,,RN

см00360
20101

4018

;МПа9кН/см90
20

18
          кН18

41

2
1









 

Участок 2. 

                    

.,,,ll

,,RN

T см008400132000480
10101

4012

;МПа12кН/см21
10

12
      кН12

42

2
2









 

Проверим выполнение условия деформации стержня. 

                    .см0120008400036021  ,,,lll  

Задача решена правильно. Эпюры  N  и    приведены на рис.2.10,б,в. 

Определяем осевые перемещения характерных сечений стержня. 

                    х = 0 ,          u = u0 = 0 ; 

                    х = 40 см ,   u1 = u0 + l1 = 0,0036 см ; 

                    х = 80 см ,   u2 =  = 0,012 см . 

Эпюра  u  приведена на рис.2.10,г. Осевые перемещения изменяются по 

линейному закону. Все поперечные сечения перемещаются вниз. 

 

Задача 2.5. 

Стержневая система состоит из жесткой балки  АВ, шарнирно опёртой в 

точке  А  и поддерживаемой стержнем  СВ  круглого сечения диаметром  d =  22 

мм (рис.2.11,а). Определим допустимую величину силы    из условия прочно-

сти стержня  СВ  по методу предельных состояний, величину удлинения стерж-

ня и угол поворота балки  АВ.  В расчетах примем   R = 210 МПа = 21 кН/см
2
,  

f = 1,4,  с = 0,9,   Е = 2,110
5
 МПа = 2,110

4
 кН/см

2
. 
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При нагружении системы возникают опорные реакции  RА  и  НА  на опоре  

А  и продольная растягивающая сила  N  в стержне  СВ. Эти величины можно 

определить из уравнений равновесия  Х = 0,   Y = 0,   М = 0. 

Для определения  N  используем уравнение равновесия для моментов 

                       МА = 0 ,   02  ΡrN ,   Ρ,Ρ
,r

Ρ
N 491

341

22
 ,  

где  м34,1447,03sin3 r  – плечо силы  N,  5,0
3

5,1
tg ,  447,0sin  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                                         Рис.2.11 

Используем условие прочности стержня 

                            ,9,021
8,3

49,1
 R

Ρ

F

N
c  

где 2
2

см83
4

22143
,

,,
F 


  – площадь сечения стержня. 

Расчетное и нормативное значения силы    равны: 

                             ;кН248
491

839021
р ,

,

,,
Ρ 


  

                             .кН434
41

248p

н ,
,

,Ρ
Ρ

f




  

Принимаем с округлением  н = 34 кН  и определяем величину удлинения 

стержня от действия этой силы. Схема деформации системы приведена на 

рис.2.11,б. 

                      ,см2130
831012

433534491
4

,
,,

,,

EF

lN
l 




  

где  м3543351 22 ,,l   – длина стержня. 

Определим угол поворота жесткой балки  АВ. 

                      см477,0
447,0

213,0

sin
1 






l
BB  ; 

BA

1м
P

х

у

1
,5

м

2м
RA

C

HA

N

r

C

A

•

• •

•

l







B

B1

a) б)

d =22мм

•


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                      00159,0
300

477,01 
AB

BB
tg ,     = 0,09

о
. 

Угол поворота балки очень мал. 

 

Задача 2.6. 

Стержневая система (рис.2.12,а) состоит из жесткой балки  АВ, имеющей 

шарнирно неподвижную опору  А, и двух стержней  СD  и  ED, поддерживаю-

щих балку. К балке приложена сила  ,  нормативное значение которой равно  

400 кН. Определим усилия в стержнях и подберем их сечения в виде двух 

стальных равнобоких уголков. Определим величину разрушающей силы. В 

расчетах примем коэффициент надежности по нагрузке  f = 1,2 , расчётное со-

противление материала  R = 210 МПа = 21 кН/см
2
 , коэффициент условий рабо-

ты  с = 0,9, предел текучести  т = 240 МПа = 24 кН/см
2
  и соотношение между 

площадями поперечных сечений стержней  F2/F1 = 1,2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                                Рис.2.12 

 

Под действием нагрузки на опоре  А  возникают опорные реакции  RА  и  

НА, а в стержнях – растягивающие усилия  N1  и  N2. Поскольку для их опреде-

ления можно использовать только три независимых уравнения равновесия  Х 

= 0,  Y = 0,  М = 0, задача является статически неопределимой.  

Составим уравнение равновесия относительно усилий  N1  и  N2. 

                         МА = 0 ;      ,ΡrrNrN P 02211   

где  м3   и  м2   м,414,1707,0245sin2 21  Prrr   – плечи сил  N1, N2  и  

  относительно точки  А. 

Расчетное значение силы  Р  равно 

                         .кН48021400нp  ,ΡΡ f  

Получили одно уравнение относительно двух неизвестных  N1  и  N2: 

                        1,44N1 + 2N2 = 4803 = 1440 кНм. 

BA

1м P=400кН

х

у2
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2м

D
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C E
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N1
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C E
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• •

• •

•

•

•

l2

l1




D1

B

B1

a) б)
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Для получения второго уравнения рассмотрим схему деформации системы. 

Под действием силы    жесткая балка  АВ  повернется относительно точки  А  

на малый угол  . Стержни при этом получат удлинения  l1  и  l2  (рис.2.12,б). 

Из схемы деформации находим: 

                    .707,045sin          ,      ,45sin о

2

1
12

о
11 






l

l
DDlDDl  

Полученное соотношение является условием деформации системы. Выра-

зим  l1  и  l2  через усилия в стержнях. 

                     
1

11
1

EF

lN
l  ,             

2

22
2

EF

lN
l   , 

где  м2     ,м828222 2
22

1  l,l  – длины стержней. 

Используем условие деформации системы. 

           707021
02

8282

2

1

1

2

2

1

2

1

22

2

1

11

2

1 ,,
,

,

N

N

F

F

l

l

N

N

lN

EF

EF

lN

l

l





, 

                                      .N,N 21 4170  

Подставляем полученное соотношение в уравнение равновесия и опреде-

ляем расчетные значения усилий в стержнях. 

      1,4140,417N2 + 2N2 = 1440 ,   N2 = 556 кН ,   N1 = 0,417556 = 232 кН . 

Определяем требуемые площади сечений стержней из условий прочности. 

      21
1 см312

9021

232
,

,R

N
F

c







  ,      22
2 см429

9021

556

 
,

,R

N
F

c







  . 

Проверяем выполнение принятого соотношения между  F1  и  F2. 

                                .,,
,

,

F

F
21392

312

429

1

2   

При подборе сечения первого стержня его площадь надо увеличить и при-

нять равной 

     .,
,

,

,

F
F 22

1 см524
21

429

21
  

Поскольку каждый стержень состоит из двух оди-

наковых равнобоких уголков (рис.2.13), разделим требу-

емые площади сечений пополам и по сортаменту примем 

сечения стержней.  

Проверим прочность стержней и определим вели-

чины их удлинений. 

Первый стержень   ┘└     90907 

                            2см62431221 ,,F  ; 

 

Рис.2.13 
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               ;кН/см918кН/см439
624

232 22

1

1 ,R,
,F

N
c   

               см1060
624101221

8282232
4

1

11
1 ,

,,,

,

EF

lN
l

f








  . 

Второй стержень   ┘└    1101107 

                            2
2 см4302152 ,,F  ; 

               ;кН/см918кН/см318
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556 22

2

2 ,R,
,F

N
c   

               см1450
430101221

200556
4

2

22
2 ,

,,,EF

lN
l

f








  . 

Прочность стержней обеспечена. Согласно  СНиП  определение удлинений 

произведено от действия нормативной нагрузки. В силу этого расчетные значе-

ния усилий разделены на коэффициент надежности по нагрузке  f. Модуль 

упругости стали принят равным  Е = 2,110
5
 = 2,110

4
 кН/см

2
. 

Проверим выполнение условия деформации системы. 

                           .,,
,

,

l

l
7070730

1450

1060

2

1 



 

Расхождение составляет: 

                           .%,%
,

,,
% 33100

7070

7070730



  

Определим величину разрушающей (предельной) силы. Согласно диа-

грамме Прандтля принимается, что при этом напряжения в стержнях равны 

пределу текучести  т, а усилия в стержнях равны  N1т = тF1  и  N2т = тF2 . 

Составим уравнение предельного равновесия системы. 

                           МА = 0 ,    РrΡrFrF пред 22т11т  . 

Отсюда находим 

   
кН765

3

24,30414,16,24242211т 






Рr

rFrF
Ρпред  . 

Коэффициент запаса по отношению к нормативному значению силы равен 

                            .91,1
400

765

н


Ρ

Ρ
n

пред
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ГЛАВА  3 

ВНУТРЕННИЕ УСИЛИЯ ПРИ ПРЯМОМ ИЗГИБЕ БАЛОК И ПЛОСКИХ 

СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

3.1. Основные определения и формулы 

При плоском прямом изгибе в плоскости  Оху  в поперечных сечениях бал-

ки возникают два внутренних усилия – поперечная сила  Qy  и изгибающий мо-

мент  Mz (рис.3.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 
                Рис.3.1                                 Рис.3.2                                            Рис.3.3 

Поперечная сила считается положительной, если она стремится повернуть 

рассматриваемую часть балки по ходу часовой стрелки (рис.3.2). Изгибающий 

момент считается положительным, если он вызывает растяжение нижних воло-

кон балки (рис.3.3).  

Поперечная сила в любом сечении 

балки определяется как сумма проекций 

всех нагрузок, приложенных к одной из 

частей балки, на нормаль к её оси. 

Изгибающий момент в любом сече-

нии балки определяется как сумма момен-

тов всех нагрузок, приложенных к одной 

из частей балки, относительно центра тя-

жести данного сечения. 

Рассматривая, например, равновесие 

левой части балки (рис.3.4), получим 

  ,0,0 21 yQPPY     

                      21 PPQy   . 

          .,0,0 2121 MaxPxPMMMaxPxPM zzC         

Между изгибающим моментом  Mz, поперечной силой  Qy  и распределён-

ной нагрузкой  q  имеют место следующие дифференциальные зависимости: 

                 .q
dx

Md
,Q

dx

dM
,q

dx

dQ
z

y
zy


2

2

                              (3.1) 

Эти зависимости используются при построении эпюр поперечных сил и из-

гибающих моментов. 

Рис.3.4 
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3.2.  Примеры решения задач 
 

Задача 3.1. 

Для консольной балки, изображённой 

на рис.3.5, построим эпюры  Qy  и Mz. 

При построении эпюр поперечных 

сил  Qy  и изгибающих моментов  Mz  в 

консольных балках определение опор-

ных реакции не обязательно, однако, ес-

ли эти реакции известны, то они могут 

использоваться для проверки правильно-

сти эпюр  Qy и Mz. 

  ,R,Y A 0202300  

                      ;кН40AR  

  ,M,M AA 01022012300  

                      .кНм30AM  

Вычислим значения  Qy и Mz  в харак-

терных сечениях балки, начиная со сво-

бодного конца. 

 Сечение  х = 4 м ,  Qy = 0 ,  Mz = – 10 кНм (растянуты верхние волокна). 

 Сечение  х = 2 м (справа) ,  Qy = 0 ,  Mz = – 10 кНм . 

 Сечение  х = 2 м (слева) ,  Qy = – 20 кН ,  Mz = – 10 кНм . 

 Сечение  х = 0 ,  Qy = – 20 + 30∙2 = 40 кН ,  Mz = – 10 – 30∙2∙1 + 20∙2 = 

                                            = – 30 кНм (растянуты верхние волокна). 

На участке  ВС  поперечная сила равна нулю, а изгибающий момент со-

гласно второй из формул (3.1) имеет постоянное значение. На участке  АВ  с 

равномерно распределённой нагрузкой (q = const) согласно первой и третьей из 

формул (3.1) поперечная сила изменяется по линейному закону, а изгибающий 

момент – по закону квадратной параболы с выпуклостью, обращённой в сторо-

ну действия нагрузки. 

Эпюра  Mz  имеет экстремум в сечении  х0, где  Qy = 0. Величину  х0  можно 

определить из подобия треугольников на эпюре  Qy: 

                              .м67,02, м33,1,
20

40

2
00

0

0 


хх
х

х
 

При этом  

                       . кНм33,367,020
2

67,0
301033,1

2

max  zММ  

Эпюры  Qy и Mz  приведены на рис.3.5. 
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Задача 3.2. 

Для консольной балки, изображенной на 

рис.3.6, построим эпюры  Qy  и  Mz. 

Вычислим значения  Qy  и  Mz  в характер-

ных сечениях балки, начиная со свободного 

конца. 

Сечение  x = 0, Qy= 0, Mz = 0. 

Сечение  x = 3 м (слева), Qy = 123 = 36 кН, 

                              Mz =  1231,5 =  54 кНм   

                      (растянуты верхние волокна). 

Сечение x  = 3м (справа),   Qy=  36 кН, 

                              Mz =  54  24 =  30 кНм. 

Сечение  x = 4м,   Qy = – 36 кН, 

                     Mz =  1232,5  24 =  66 кНм 

                  (растянуты верхние волокна). 

На участке  АВ  с равномерно распреде-

ленной нагрузкой согласно формулам (3.1) по-

перечная сила  Qy  изменяется по линейному 

закону, а изгибающий момент  Мz   по закону 

квадратной параболы с выпуклостью, обращенной в сторону действия нагруз-

ки; при этом во всех сечениях он вызывает растяжение верхних волокон. На 

участке  ВС  распределенная нагрузка отсутствует. Следовательно, на этом 

участке поперечная сила имеет постоянное значение, а изгибающий момент 

изменяется по линейному закону, причем в сечении  В  имеется скачок, равный 

по величине приложенному моменту  24 кНм. 

Эпюры  Qy и Mz  приведены на рис.3.6. Из этих эпюр следует, что   RС =  

= 36 кН,  МС  = 66 кНм.     

 

Задача 3.3. 

Для шарнирно опертой балки, изображен-

ной на рис.3.7, построим эпюры Qy и  Mz. 

Расчет шарнирно опёртой балки необхо-

димо начинать с определения опорных реак-

ций. 

МА = 0,          1842  124  6RВ = 0,  

                                         RВ = 32 кН. 

МВ = 0,             1844  122  6RА = 0,  

                                          RА = 52 кН. 

Y = 0 (проверка), 

             184  12  32  52 = 84  84 = 0. 

Вычислим значения  Qy  и  Mz  в характер-

ных сечениях балки. 
Рис.3.7   
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Сечение  x = 0,         Qy = RА = 52 кН,   Мz = 0. 

Сечение  x = 6 м,      Qy =  RВ =  32 кН,   Мz = 0. 

Сечение  х = 4 м (справа),       Qy =  32 кН,   Мz = 322 = 64 кНм 

                                                                (растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 4 м (слева),         Qy =  32  12 =  20 кН,   Мz = 64 кНм. 

На участке  АС  с равномерно распределенной нагрузкой поперечная сила 

изменяется по линейному закону со сменой знака с плюса на минус. Изгибаю-

щий момент изменяется по закону квадратной параболы и имеет экстремальное 

значение в сечении, где поперечная сила равна нулю. 

На участке  СВ  распределенная нагрузка отсутствует, поэтому поперечная 

сила имеет постоянное значение, а изгибающий момент изменяется по линей-

ному закону. В сечении  С, где действует сосредоточенная сила 12 кН, на эпюре  

Qy  имеется скачок, равный по величине приложенной силе, а на эпюре  Мz  

имеет место излом. 

Из подобия треугольников на эпюре  Qy  определяем координату сечения  

х0 , где поперечная сила обращается в нуль, и для этого сечения определяем 

экстремальное значение изгибающего момента. 

                         
20

52

4 0

0 
 х

х
,                х0 = 2,89 м . 

             Мmax=  Мz(2,89) = 522,89  182,89
2

89,2
 = 75,37 кНм 

                                            (растянуты нижние волокна). 

Эпюры  Qy  и  Мz  приведены на рис. 3.7. 

 

Задача 3.4. 
Для шарнирно опёртой балки, 

изображенной на рис.3.8, построим 

эпюры  Qy  и  Mz. 

Определяем опорные реакции. 

МА = 0,      12  18  6RВ = 0,  

                       RВ = 5 кН. 

МВ = 0,       12  18 + 6RА = 0,  

                        RА = 5 кН. 

Y = 0 (проверка),      5  5 = 0. 

Вычислим значения  Qy  и  Мz  в 

характерных сечениях балки. 

Сечение  х = 0, Qy = – RA = – 5 кН, 

                           Мz = 12 кНм  

(растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 3 м (слева),   Qy =  5 кН,       Мz = 12  53 =  3 кНм 

                                                                             (растянуты верхние волокна). 

Рис.3.8  
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Сечение  х = 3 м (справа),    Qy =  RВ =  5 кН,   Мz = 53 = 15 кНм  

                                                                  (растянуты нижние волокна). 

Поперечная сила по всей длине балки постоянна, а изгибающий момент на 

участках  АС и СВ  изменяется по линейному закону и в сечении  С  имеет ска-

чок, равный по величине действующему в этом сечении моменту. 

Эпюры  Qy и Mz  приведены на рис.3.8. 

 

Задача 3.5. 

Для шарнирно опертой балки, изображен-

ной на рис.3.9, построим эпюры  Qy и Mz. 

Равнодействующая нагрузки, распреде-

ленной по линейному закону, равна 

               54618
2

1
R кН. 

Определим опорные реакции 

МА = 0,    12  544 + 6RВ = 0,  

                   RВ = 34 кН; 

МВ = 0,     12 + 542  6RА = 0, 

                    RА = 20 кН; 

Y = 0 (проверка), 

 54  20  34 = 54  54 = 0. 

Вычислим значения  Qy и Mz  в характер-

ных сечениях балки. 

Сечение  х = 0,    Qy = RА = 20 кН,    Мz =  12 кНм (растянуты верхние во-

локна). 

Сечение  х = 6 м,    Qy =  RВ =  34 кН,      Мz = 0. 

Из подобия треугольников находим закон изменения распределенной 

нагрузки: 

                                           xxxq 3
6

18
)(  . 

Согласно зависимостям (3.1) поперечная сила изменяется по закону квад-

ратной параболы 

                                         2

2

3
20)(

2

1
)( xxxqRxQ Ay  , 

а изгибающий момент – по закону кубической параболы 

                      3

2

1
2012

3

1
)(

2

1
2012)( хххххqххМ z  . 

Определим положение сечения, где поперечная сила обращается в нуль 

0
2

3
20 2  х ,      х = х0 = 3,65 м. 

 Рис.3.9 
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В сечении  х0  изгибающий момент имеет экстремальное значение 

  4,1365,3
3

1
65,365,33

2

1
65,32012)65,3(  zmax МM  кНм  

                                                                         (растянуты нижние волокна). 

Эпюры  Qy  и  Мz  приведены на рис.3.9. 

 

Задача 3.6. 
Для шарнирно опертой балки с консо-

лью, изображенной на рис.3.10, построим 

эпюры  Qy  и  Мz. Найдем опорные реакции. 

МА = 0,   122  364  627  6RВ = 0, 

              RВ = 42 кН; 

МВ = 0,     124  362 621  6RА = 0,  

               RА = 18 кН; 

Y = 0 (проверка), 

12 + 36 + 62  18  42 = 60  60 = 0. 

Вычислим значения  Qy  и  Mz  в харак-

терных сечениях балки. 

Сечение х = 0,  Qy = RА = 18 кН, Мz = 0. 

Сечение х = 2 м (слева),    Qy = 18 кН, 

                                Мz = 182 = 36 кНм 

               (растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 2 м (справа),    Qy = 18  12 = 6 кН,   Мz = 36 кНм. 

Сечение  х = 4 м (слева),       Qy = 6 кН,   Мz = 184  122 = 48 кНм  

                                                                    (растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 6 м (справа),     Qy = 62 = 12 кН,   Мz = – 621 = – 12 кНм  

                                                                    (растянуты верхние волокна). 

Сечение  х = 6 м (слева),        Qy = 12  42 =  30 кН,   Мz = – 12 кНм. 

Сечение  х = 8 м,                     Qy = 0,   Мz = 0. 

На консольной части балки, где имеется распределенная нагрузка, попе-

речная сила изменяется по линейному закону, а изгибающий момент – по зако-

ну квадратной параболы с выпуклостью, обращенной в сторону действия 

нагрузки. На остальных участках поперечная нагрузка отсутствует, поэтому 

поперечная  сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному 

закону. В сечениях, где действуют сосредоточенные силы или опорные реак-

ции, на эпюре  Qy  имеются скачки, равные по величине действующим  силам, а 

на эпюре  Мz  имеются точки излома. 

Эпюры  Qy  и  Mz  приведены на рис.3.10. 
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Задача 3.7. 

Для шарнирно опертой балки с консо-

лями (рис.3.11) построим эпюры  Qy  и  Мz. 

Находим опорные реакции. 

МА = 0,      6  1231,5  156  

                   + 5RВ = 0,      RВ = 30 кН; 

МВ = 0,       6 + 1233,5  151  

                    – 5RА = 0,        RА = 21кН; 

Y = 0 (проверка), 

        123 + 15  21  30 = 51  51 = 0. 

Вычислим значения  Qy  и  Мz  в харак-

терных сечениях балки. 

Сечение   х = 0,  Qy = 0,    Мz = 6 кНм 

                       (растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 1 м (слева),       Qy = 0,     Мz = 6 кНм. 

Сечение  х = 1 м (справа),     Qy = RА = 21 кН,     Мz = 6 кНм. 

Сечение  х = 4 м,     Qy = 21  123 =  15 кН,     Мz = 6 + 213  1231,5 =  

            = 15 кНм   (растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 6 м (справа),     Qy = 15 кН,             Мz =  151 = 15 кНм 

                              (растянуты верхние волокна). 

Сечение  х = 6 м (слева),       Qy = 15  30 = 15 кН,    Мz =  15 кНм. 

Сечение  х = 7 м,                    Qy = 15 кН,    Мz = 0. 

На участке с распределенной нагрузкой поперечная сила изменяется по 

линейному закону со сменой знака с плюса на минус. Изгибающий момент на 

этом участке изменяется по закону квадратной параболы и имеет экстремаль-

ное значение в сечении, где поперечная сила равна нулю. Из подобия треуголь-

ников на эпюре  Qy  определяем координату сечения  х0 , где поперечная сила 

обращается в нуль, и для этого сечения вычисляем экстремальное значение из-

гибающего момента. 

                          
15

21

4

1

0

0 




х

х
,     х0 = 2,75 м ; 

        4,24
2

75,1
1275,1216)75,2(

2

 zmax МM кНм 

                                                    (растянуты нижние волокна). 

На участке  ЕА  поперечная сила равна нулю, а изгибающий момент имеет 

постоянное значение. На участках  DВ  и  ВС  поперечная сила постоянна, а из-

гибающий момент изменяется по линейному закону. В сечениях  А  и  В  на 

эпюре  Qy  имеются скачки. 

Эпюры  Qy  и  Mz  приведены на рис.3.11. 
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Задача 3.8. 

Для балки с промежуточным шарниром, изображенной на рис.3.12, по-

строим эпюры  Qy  и  Mz. 

Балка является статически определимой, поскольку для определения трех 

опорных реакций  RА, RВ  и  RD  можно составить два уравнения равновесия и 

дополнительное уравнение  МС  = 0  для левой или правой части балки. 

Расчет проведем с помощью так называемой поэтажной схемы. Разрежем 

мысленно балку по промежуточному шарниру  С. Балка  CD  не может работать 

самостоятельно и опирается на несущую балку  АС.   

Вначале произведём расчёт не-

сомой балки  CD, имеющей услов-

ную шарнирную опору в сечении  

С. 

Определяем опорные реакции. 

МС = 0,        1813RD = 0, 

                          RD = 6 кН; 

МD = 0,           182  3RC = 0, 

                            RC = 12 кН; 

Y = 0 (проверка), 

            18  12  6 = 18  18 = 0. 

Выполним расчет несущей бал-

ки. Влияние несомой балки  СD  на 

несущую балку  АС  характеризу-

ется действием силы  12 кН, име-

ющей направление, противопо-

ложное направлению условной 

опорной реакции  RC. 

МА = 0,       1231,5  124   

         + 3RВ = 0,    RВ = 34 кН; 

МВ = 0,          1231,5  121  

          – 3RA = 0,     RA = 14 кН; 

Y = 0 (проверка),  

 123  12  34  14 = 48  48 = 0. 

Вычислим значения  Qy  и  Mz  

в характерных сечениях балки. 

Сечение  х = 0,   Qy = RA =  

   = 14 кН,        Мz = 0. 

Сечение  х = 3 м (справа),    Qy = 12 кН,         Мz =  121 = – 12 кНм 

                                                                        (растянуты верхние волокна). 

Сечение  х = 3 м (слева),      Qy = 12 – 34 = – 22 кН,     Мz =  12 кНм. 

Сечение  х = 4 м,                   Qy = 12 кН,        Мz = 0. 

Рис.3.12  
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Сечение  х = 5 м (справа),    Qy =  6 кН,           Мz = 62 = 12 кНм 

                                                                                (растянуты нижние волокна). 

Сечение  х = 5 м (слева),       Qy = 12 кН,      Мz = 121 = 12 кНм. 

Сечение  х = 7 м,                    Qy =  6 кН,     Мz = 0.  

Из подобия треугольников на эпюре  Qy  определяем координату сечения  

х0, и для этого сечения вычисляем экстремальное значение изгибающего мо-

мента. 

                         
22

14

3 0

0 
 х

х
,             х0 = 1,17 м ; 

   178
2

171
1217114171

2

,
,

,),(МM zmax   кНм (растянуты нижние волокна). 

На участках  ВЕ  и  ЕD  поперечная сила постоянна, а изгибающий момент 

изменяется по линейному закону. В сечениях  В  и  Е  на эпюре поперечных сил 

имеются скачки, а на эпюре изгибающих моментов имеются точки излома. 

Эпюры  Qy и Мz  приведены на рис.3.12. 

 

Задача 3.9. 

Для балки с наклонным участком, изобра-

женной на рис.3.13, построим эпюры  N, Q и  

M. 

Определим опорные реакции. 

X = 0,            НС  = 0; 

МВ = 0,    1842  122  4RС = 0, 

                        RС = 30 кН; 

МС = 0,       126  1842  4RВ = 0, 

                        RВ = 54 кН; 

Y = 0 (проверка), 

             12  184  54  30 = 84  84 = 0. 

При определении продольных и попереч-

ных сил  N и Q  в пределах наклонного участка 

надо составить проекции нагрузок и реакций на 

ось стержня и на нормаль к оси. 

Вычислим значения N, Q и M в харак-

терных сечениях балки. 

Сечение х = 0,  N = 0,  Q =  12 кН,  М = 0.  

Сечение  х = 2 м (слева),   N = 0, 

        Q =  12 кН,     М =  122 =  24 кНм  

                    (растянуты верхние волокна). 

Сечение х = 2 м (справа),  

     2130sin1254  N  кН (сжатие),           4,3630cos1254  Q  кН,  

                    М =  24 кНм. 
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Сечение х = 6 м,             1530sin30  N  кН, (растяжение). 

                                          2630cos30  Q  кН,             М = 0. 

Из подобия треугольников на эпюре  Q  определяем координату  х0, где 

поперечная сила обращается в нуль, и для этого сечения вычисляем экстре-

мальное значение изгибающего момента. 

          
26

436

6

2

0

0 ,

х

х





,    х0 = 4,33 м ,    6716 0 ,х   м ; 

        25
2

671
1867130334

2


,

,,МM max  кНм (растянуты нижние волокна). 

Эпюры  N, Q  и  M  приведены на рис. 3.13. 

 

Задача 3.10. 

Для консольного ломаного стержня, изображенного на рис.3.14,а, постро-

им эпюры  N, Q  и  M. Предварительное определение опорных реакций в задел-

ке не обязательно. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Определяем внутренние усилия  N, Q  и  M  в характерных сечениях стержней, 

начиная со свободного конца. 

   Рис.3.14    
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Стержень  АВ   NА = NВ = 0,    QА = QВ =  18 кН,    МА = 0,  

                    МВ = 182 = 36 кНм (растянуты правые волокна). 

Стержень  ВС   NВ = NС =  18 кН (сжатие),  QВ = 0,    QС  = 242 = 48 кН, 

                            МВ = 36 кНм (растянуты нижние волокна),  

                            МС  =  2421  36 =  12 кНм (растянуты верхние волокна). 

Стержень  СD    NC = ND = 224 = 48 кН (растяжение),  QC = QD = 18 кН, 

                             МС =  12 кНм (растянуты правые волокна), 

                             МD =  2421  181 =  66 кНм (растянуты правые волокна). 

Эпюры  N, Q  и  M  приведены на рис.3.14,б,в,г. Опорные реакции в заделке 

равны: HD = 18 кН,  RD = 48 кН,  MD = 66 кНм. 

Вырезаем жесткий узел  С  и проверяем его равновесие под действием 

усилий в стержнях, сходящихся в узле (рис.3.14,д). Условия равновесия  X = = 

0,  Y = 0,  МС  = 0  выполняются. 

 

Задача 3.11. 

Для стержня с криволинейным участком в виде полуокружности 

(рис.3.15,а) построим эпюры внутренних усилий  N, Q  и  M. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                      Рис.3.15 

Установим законы изменения внутренних усилий на криволинейном 

участке в зависимости от угла  .  Приравнивая к нулю сумму проекций всех 

сил на нормаль  n  и на касательную  t  к сечению, а также сумму моментов от-

носительно центра тяжести сечения  К  (рис.3.15,б), получим 

n = 0,       N  6cos = 0,    N = 6cos ; 

t = 0,        Q  6sin = 0,     Q = 6sin ; 

МK = 0,  М  6Rcos = 0,   М = 18cos . 
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Последовательно вычисляем 

 = 0,       N = 6 кН,      Q = 0,  М = 18 кНм; 

 = 30

,    N = 5,2 кН,   Q = 3 кН,  М = 15,6 кНм; 

 = 60

,    N = 3 кН,      Q = 5,2 кН,  М = 9 кНм; 

 = 90

,    N = 0,            Q = 6 кН,  М = 0; 

 = 120

,   N =  3 кН,    Q = 5,2 кН,  М =  9 кНм; 

 = 150

,   N =  5,2 кН,  Q = 3 кН,  М =  15,6 кНм; 

 = 180

,   N =  6 кН,     Q = 0,  М =  18 кНм. 

Вычислим значения  N, Q и M  в характерных сечениях горизонтального 

стержня  ВС. 

Сечение  С :    N = 0,     Q =  6 кН,      М = 0. 

Сечение  В :    N = 0,     Q =  6 кН,      М =  63 =  18 кНм 

                                       (растянуты верхние волокна). 

Откладывая вычисленные значения в рассмотренных сечениях перпенди-

кулярно к оси стержня и соединяя полученные точки, построим эпюры внут-

ренних усилий  N, Q  и  M.  Эти эпюры приведены на рис.3.15,в,г,д. 

Опорные реакции в заделке равны:  RA = 6 кН,  HA = 0,  МА = 18 кНм. 

 

Задача 3.12. 

Для  рамы  с  шарнирными  опорами  (рис.3.16,а)  построим  эпюры  N,  Q  

и  M. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Определим величины опорных реакций. 

    Рис.3.16    
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X = 0,        НА  12 = 0,     НА = 12 кН; 

МА = 0,   1831,5  12  121,5  3RВ = 0,              RВ = 29 кН; 

МВ = 0,      1831,5  12  121,5  123  3RА = 0,  RА = 25 кН; 

Y = 0 (проверка),       183 – 25 – 29 = 54 – 54 = 0. 

Вычисляем внутренние усилия в характерных сечениях каждого участка 

рамы. 

Стержень  АD 

Сечение  А:                N =  12 кН,      Q = 25 кН,      М = 0. 

Сечение  С (слева):   N =  12 кН,      Q = 25  183 =  29 кН, 

                    М = 253  1831,5 =  6 кНм  (растянуты верхние волокна). 

Сечение  С (справа):  N = 0,                Q = 0,       М = 12 кНм 

                                                                        (растянуты нижние волокна). 

Сечение  D:                 N = 0,                 Q = 0,      М = 12 кНм. 

Стержень  ВС 

Сечение  В:                  N =  29 кН,      Q = 0,          М = 0. 

Сечение  Е (снизу):     N =  29 кН,      Q = 0,         М = 0. 

Сечение  Е (сверху):    N =  29 кН,     Q = 12 кН,  М = 0. 

Сечение  С:                   N =  29 кН,     Q = 12 кН,  М =  121,5 =  18 кНм 

                           (растянуты правые волокна). 

Из подобия треугольников на эпюре  Q  (рис.3.16,б) определяем координа-

ту  х0, где поперечная сила обращается в нуль, и для этого сечения вычисляем 

экстремальное значение изгибающего момента. 

          
29

25

3 0

0 
 х

х
,               х0 = 1,39 м ; 

    3617
2

391
1839125391

2

,
,

,,МM max   кНм (растянуты нижние волокна). 

Эпюры  N, Q  и  M  приведены на рис.3.16,б,в,д. 

Вырежем мысленно узел  С  и проверим его равновесие под действием 

внутренних усилий в стержнях, сходящихся в узле (рис.3.16,г). Нетрудно ви-

деть, что уравнения равновесия  X = 0,  Y = 0,  М = 0  выполняются. 

 

Задача 3.13. 
Для консольной балки (рис.3.17,а) 

изображена эпюра изгибающих моментов 

(рис.3.17,б). Определим нагрузку, дей-

ствующую на балку, опорные реакции и 

построим эпюру поперечных сил. 

На участке  ВС  эпюра  Мz  имеет вид 

наклонной прямой. Растянуты верхние 

волокна балки. Следовательно, к концу 

балки приложена сосредоточенная сила, 

направленная вниз и равная  

а/2 = м2а/2
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    Рис.3.17    

 



 40 

10
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1 

а

М
Р В кН . 

На участке  АВ  эпюра  Мz  имеет вид квадратной параболы. Следователь-

но, на этом участке на балку действует равномерно распределенная нагрузка  q, 

направленная вниз. Величину  q  определим по абсолютным значениям изгиба-

ющих моментов  МА, МВ  и  МD  и по величине “стрелки”  f  qa
2
/8  квадратной 

параболы в середине участка  АВ. 

Согласно свойству средней линии трапеции, имеем 

                             
2

ВА
D

ММ
Мf


  . 

Отсюда получим  

                 
   

40
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2082060484
2








а

МММ
q DВА кН/м. 

В сечении  В  на эпюре Мz  имеет-

ся излом. Следовательно, в этом сече-

нии приложена сосредоточенная сила  

Р2, направленная вверх. Величину си-

лы найдем по значению изгибающего 

момента в заделке 

МА =  60 кНм: 


2

2
2

21

qa
аРаРМ А  

60
2

240
22210

2

2 


 Р кНм. 

Отсюда получим  Р2 = 30 кН. 

На рис.3.18,а показаны нагрузки, действующие на балку, и опорные реак-

ции. Эпюра поперечных сил приведена на рис.3.18,б. 

 

Задача 3.14. 

Для шарнирно опертой балки с консолью (рис.3.19,а) изображена эпюра из-

гибающих моментов (рис.3.19,б). Определим нагрузку, действующую на балку, 

опорные реакции и построим эпюру поперечных сил. 

На консольной части  СD  балки 

действует равномерно распределенная 

нагрузка, направленная вниз, которую 

определим по величине изгибающего 

момента в сечении  С: 
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В сечении  А  к балке приложен 

момент  М = 12 кНм  (рис.3.19,а), вы-
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Рис.3.17     
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зывающий растяжение верхних волокон, а в сечении  В – сосредоточенная сила  

Р, направленная вниз. Величины силы  Р  и опорных реакций  RA  и  RB  проще 

всего определить, предварительно построив эпюру поперечных сил, используя 

дифференциальную зависимость 

 tg
dx

dM
Q z

y , где    угол наклона линии эпюры  Мz  к оси балки. 

На участке  АВ  (Мz  возрастает, 

Qy > 0). 

 
кН.18
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1224
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
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а

МM
Q АВ

у  

На участке  ВС  (Мz  убывает, Qy < 0). 
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a

MM
Q BC

у кН. 

На участке  СD  (Мz  возрастает, 

Qy > 0). 

      QD = 0,   QC = qa = 102 = 20 кН. 

Схема нагрузки и эпюра поперечных 

сил приведены на рис.3.20,а,б.  

По величинам скачков на эпюре поперечных сил находим 

      Р = 22 + 18 = 40 кН;    RC = 20 + 22 = 42 кН,     RА = QА = 18 кН. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3.20       
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ГЛАВА  4 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В БАЛКАХ ПРИ ИЗГИБЕ  

И РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ 

4.1. Основные определения и формулы 

При прямом изгибе балки в плоскости  Оху  в её поперечных сечениях дей-

ствуют нормальные и касательные напряжения 

;y
J

M

z

z
x                                      (4.1) 

.
ybJ

ySQ

z

y

xyyx
)(

)(отс
                     (4.2) 

В этих формулах  Mz  и  Qy – изгибающий мо-

мент и поперечная сила;  Sотс(у) – статический мо-

мент отсечённой площади сечения  Fотс  относи-

тельно нейтральной оси  Оz;  b(y) – ширина сечения 

(рис.4.1). 

Из формулы (4.1) следует, что нормальные напряжения  х  принимают 

наибольшее и наименьшее значения в нижних (y = hн) и в верхних (y = – hв) во-

локнах, наиболее удалённых от нейтральной оси (рис.4.2,а,б). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                            Рис.4.2 

При этом         
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где 
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J
W z

н

н  .
h

J
W z

в

в                                      (4.4) 

Величины  Wн  и  Wв  называются моментами сопротивления сечения для 

нижних и верхних волокон. 

Наибольшие по абсолютной величине напряжения определяются по фор-

муле 

 Рис.4.1    
 

 

z

о

x

z

yx

x

Fотс

b y( )

 

y

О





z

y

h
н

h
в

z

Mz > 0 
в

н

h
h

н
=

/3
 

h
h

в
=

2
/3

 

Mz< 0

b/2 н

в





а) б)


b/2



О

 

 Рис.4.1    
 



 43 

 ,
W

М z

нм

нб                                              (4.5) 

где  Wнм – меньший из моментов сопротивления  Wн и Wв . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                                        Рис.4.3 

Для  сечений,  симметричных  относительно  нейтральной  оси  (рис.4.3),  

hн = hв = h/2  и   Wн = Wв = W = Jz/0,5h . При этом наибольшие напряжения опре-

деляются по формуле 

.
W

М zнб                                                       (4.6) 

В балках прямоугольного сечения касательные напряжения  yx  изменяют-

ся по высоте сечения по закону квадратной параболы. Наибольшие значения 

они имеют в точках на уровне нейтральной оси (рис.4.4,а). 

Значения  нб = max  и  1  на уровне сопряжения полки и стенки двутавра 

(рис.4.4,б)  вычисляются по формулам 

dJ

SQ
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SQ

z

y

z

y
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п

1

21
        ,  ,                                      (4.7) 

где  21S – статический момент половины сечения двутавра;  Sп – статический 

момент полки. При этом 






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22
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th
btS  .                                                    (4.8) 
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При изгибе балки величины главных напряжений  1 и 2  и углы наклона 

нормалей к главным площадкам  1 и 2  определяются по формулам 

2
2

2

2
2

1
4242

yх
xx

yх
xx , 











  ;                             (4.9) 

   
2

2
1

1 ,








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yхyх
tgtg  .                                          (4.10) 

При расчёте изгибаемых элементов строительных конструкций на проч-

ность применяется метод расчёта по предельным состояниям. В этом случае 

условие прочности по нормальным напряжениям записывается в виде 

нб ≤ сR ,                                                                 (4.11) 

где  R  – расчётное сопротивление материала балки, а  с  – коэффициент усло-

вий работы. 

Для хрупких материалов расчётное сопротивление при растяжении  Rр  

существенно меньше, чем при сжатии  Rс . В этом случае должны выполняться 

условия прочности по наибольшим растягивающим и наибольшим сжимающим 

напряжениям 

р
нб
р Rс  ,       с

нб
с Rс  .                                           (4.12) 

В случае расчёта на прочность по методу допускаемых напряжений в фор-

мулах (4.11) и (4.12) величины в правых частях необходимо заменить соответ-

ственно на  [], [р] и [с]. 

Для балок из материала, одинаково сопротивляющегося растяжению и 

сжатию, с поперечным сечением, симметричным относительно нейтральной 

оси, условие прочности (4.11) записывается в виде 

нб = 
W

М расч
 ≤ сR .                                                (4.13) 

Для сечений, несимметричных относительно нейтральной оси (типа тавра 

и др.) 

нб = 
нмW

М расч
 ≤ сR .                                                (4.14) 

В формулах (4.13) и (4.14)  Мрасч = f Мнб – наибольший изгибающий мо-

мент в опасном сечении балки от действия расчётных нагрузок,  f – коэффици-

ент надёжности по нагрузке. 

С использованием условий прочности (4.11) – (4.14) решаются следующие 

задачи: проверка прочности балки; подбор сечения; определение несущей спо-

собности (грузоподъёмности).  

Решение первой задачи сводится к проверке выполнения условий прочно-

сти при известных нагрузках, форме и размерах сечения и свойствах материала. 

Решение второй задачи сводится к определению размеров сечения задан-

ной формы при известных нагрузках и свойствах материала. В этом случае ис-
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пользуются расчётные формулы, получаемые из условий прочности (4.13) или 

(4.14) 

.или нм
R

M
W

R

M
W

cc 





расчрасч
                                     (4.15) 

При решении задачи по определению грузоподъёмности балки вначале из 

условия прочности (4.13) или (4.14) находится величина расчётного значения 

изгибающего момента 

,или нмRWMRWM сс  расчрасч                             (4.16) 

затем по известному значению  Мрасч  определяются соответствующие величи-

ны нагрузок. 

В некоторых случаях возникает необходимость использования условий 

прочности по наибольшим касательным напряжениям 

sсRнб ,                                                           (4.17) 

где  Rs – расчётное сопротивление материала при сдвиге. 

Работа балки за пределом упругости материала зависит от вида диаграммы  

 = f(). Примем, что для материала балки можно использовать диаграмму 

Прандтля (рис.4.5,а). Согласно этой диаграмме при напряжениях, меньших 

предела текучести (х < т), справедлив закон Гука, а при  х = т  деформации 

неограниченно возрастают. 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                                    Рис.4.5 

В случае изгиба балки при постепенном увеличении нагрузки напряжения 

в крайних волокнах опасного сечения достигают предела текучести  т  и воз-

никают пластические деформации. При дальнейшем увеличении нагрузки пла-

стические деформации распространяются вглубь сечения балки (рис.4.5,б). 

Предельное состояние  (Мz = Мпред)  наступает, когда напряжения во всех во-

локнах в нижней и верхней частях балки достигают значения  х = т. В опас-

ном сечении балки возникает так называемый пластический шарнир (рис.4.5,в). 

Предельный момент в пластическом шарнире определяется по формуле 

  ттWМ пред  .                                                      (4.18) 

Величина  Wт – называется пластическим моментом сопротивления. Для 

симметричных сечений она равна 
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
2

21т 22
F

ydFSW                                                      (4.19) 

Определив предельный момент, можно найти величину коэффициента за-

паса как отношение предельного момента к наибольшему изгибающему момен-

ту от действия нормативных нагрузок: 

.
нбМ

М
n

пред
                                                     (4.20) 

 

 

4.2. Примеры решения задач 
 

Задача 4.1. 

Для балки, показанной на рис.4.6, построим эпюры  Qy  и  Mz , подберём 

сечение балки в виде стального прокатного двутавра. В расчётах примем коэф-

фициент надёжности по нагрузке  f = 1,2, коэффициент условий работы  с = = 

1,0,  расчётное сопротивление  R = 210 МПа = 21 кН/см
2
,  расчётное сопротив-

ление при сдвиге  Rs = 130 МПа = 13 кН/см
2
,  предел текучести  т = 230 МПа = 

23 кН/см
2
. 

Расчёт начнём с определения опорных 

реакций и построения  эпюр  Qy  и  Mz. 

МА = 0,       RB·5 – 40·1·5,5 – 20·2,5 + 10 = 

0, 

                                        RB = 52 кН ; 

МВ = 0,    – RА·5 + 10 + 20·2,5 – 40·1·0,5 = 

0, 

                                        RА = 8 кН ; 

Y = 0 (проверка),      

                       20 + 40·1 – 8 – 52 = 60 – 60 = 

0. 

Эпюры  Qy  и  Mz  приведены на 

рис.4.6. Опасным сечением является сече-

ние над опорой  В,  где  Q = Qнб = 40 кН  и  

M = Мнб = 20 кНм. 

Вычислим расчётные значения 

наибольшего изгибающего момента и 

наибольшей поперечной силы: 

 Мрасч = Мнбf = 20·1,2 = 24 кНм; 

            Qрасч = Qнбf = 40·1,2 = 48 кН 

и требуемый момент сопротивления 

              3расч
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По сортаменту принимаем двутавр I18  и выписываем необходимые гео-

метрические характеристики сечения (рис.4.7). 

                    h = 18 см ,          b = 9 см ,            d = 0,51 см ,     t = 0,81 см ; 

                   Jz = 1290 см
4 
,    W = 143 см

3 
,    ,48121 S см

3
.   

Вычисляем статический момент площади сечения полки относительно 

нейтральной оси  Оz 

               3

п см,762
2

,810

2

18
81,09

22
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


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
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


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th
btS . 

Для опасного сечения, где  Qy   

и  Mz  имеют наибольшие значе-

ния, построим эпюры  х и ух.  С 

этой целью найдём характерные 

значения напряжений и проверим 

прочность балки по нормальным 

и касательным напряжениям: 
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Эпюры нормальных напряжений  х  и касательных напряжений  ух  в 

стенке двутавра приведены на рис.4.7. 

Вычислим значения главных напряжений и углы наклона нормалей к глав-

ным площадкам в опасном сечении балки в стенке двутавра на уровне её со-

пряжения с полкой  (у = 9 – 0,81 = 8,19 см)  в зоне растяжения. 
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   Рис.4.7   
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На рис.4.8 показаны 

нормальные, касательные и 

главные напряжения, дей-

ствующие на гранях беско-

нечно малых элементов, вы-

деленных из стенки двутавра 

на уровне сопряжения с пол-

кой. 

Вычисляем значение предельного момента в пластической стадии дефор-

мирования. С учётом формул (4.18) и (4.19), имеем  

               Мпред = 2т 21S = 2·23·81,4 = 3744,4 кНсм = 37,4 кНм . 

Пластический шарнир образуется в сечении над опорой  В, где действует 

наибольший изгибающий момент. 

Вычислим величину коэффициента запаса 

                                        . ,871
20

,437

нб


М

М
n

пред
  

 

Задача 4.2. 

Для балки, показанной на рис.4.9, построим эпюры  Qy  и  Mz , подберём 

сечение балки в виде стального прокатного двутавра.  

В расчётах примем    f = 1,2,    с = 0,9,  

R = 210 МПа = 21 кН/см
2
,   Rs = 130 МПа = 13 

кН/см
2
,   т = 230 МПа = 23 кН/см

2
. 

Определим опорные реакции и построим 

эпюры  Qy и Мz: 

   МА = 0,     RB·4 + 20·1,5 – 30·2·1 – 

                     – 45·2 – 20 = 0,    RB = 35 кН ; 

   МВ = 0,  – RА·4 + 20·5,5 + 30·2·3 +  

                     + 45·2 – 20 = 0,    RА = 90 кН ; 

   Y = 0 (проверка),  20 + 30·2 +45 – 90 – 

                                – 35 = 125 – 125 = 0. 

Эпюры  Qy  и  Мz  приведены на рис.4.9. 

Поперечная сила  Qy  имеет наибольшее зна-

чение в сечении над опорой  А  (х = 1,5 м), а 

изгибающий момент Мz – в сечении  х = 3,5 м. 

Вычислим расчётные значения наиболь-

шего изгибающего момента и поперечной си-

лы для опасного сечения  (х = 3,5 м) 
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  Рис.4.9   
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                                   Мрасч = Мнбf = 50·1,2 = 60 кНм ; 

                                   Qрасч = Qнбf = 35·1,2 = 42 кН . 

Требуемый момент сопротивления равен 

                                   .см 318
21,90

1060 3
2
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расч
 

По сортаменту принимаем двутавр  I27  и выписываем необходимые гео-

метрические характеристики сечения (рис.4.10,а). 

             h = 27 см ,         b = 12,5 см ,         d = 0,6 см ,        t = 0,98 см ; 

             Jz = 5010 см
4 
,   W = 371 см

3 
,        21021 S см

3
.      

Вычисляем статический момент площади сечения полки относительно 

нейтральной оси  Оz 
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Для опасного сечения построим эпюры  х  и  yx. Определим наибольшее 

значение нормальных напряжений и проверим выполнение условия прочности: 

;МПаМПасмкН c
2расч

нб 1892109,0162/2,16
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Найдём характерные значения касательных напряжений: 

                   МПа,329 кН/см,932 
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Эпюры напряжений  х  и  yx  для опасного сечения (х = 3,5 м) приведены 

на рис.4.10,б,в. 

Рис.4.10   
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Для построения эпюры  yx  в сечении  х = 1,5 м, где  Qy  имеет наибольшее 

значение, и проверки условия прочности по касательным напряжениям найдём  

нб и  1. Учитывая, что для этого сечения 

                                   Qрасч = Qнбf = 70·1,2 = 84 кН , 

получим 
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Эпюра  yx  для сечения  х = 1,5 м  показана на рис.4.10,г. 

Вычислим значения главных напряжений и углы наклона нормалей к глав-

ным площадкам в опасном сечении балки, в стенке, на уровне её сопряжения с 

полкой  (у = 13,5 – 0,98 = 12,52 см)  в зоне растяжения. 

Учитывая, что в этом случае 

   15,0,5212
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2
 = 150 МПа ,  ух = 1 = – 22,3 МПа , 
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На рис.4.11 показаны нор-

мальные, касательные и главные 

напряжения, действующие на 

гранях бесконечно малых эле-

ментов, выделенных из стенки 

двутавра на уровне сопряжения с 

полкой. 

Вычисляем значение пре-

дельного момента в пластической стадии деформирования.  

                     Мпред = 2т 21S = 2·23·210 = 9660 кНсм = 96,6 кНм . 

Пластический шарнир образуется в опасном сечении (х = 3,5 м) , где дей-

ствует наибольший изгибающий момент. 

150МПа

22,3МПа

153,2МПа

8,3
о

22,3МПа

3,2МПа

81,7
о

 

  Рис.4.11 
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Величина коэффициента запаса равна 
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М
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пред
 

 

Задача 4.3. 

Для стальной балки указанного на рис.4.12,б сечения определим из усло-

вия прочности по методу предельных состояний наибольшую допустимую 

нагрузку  q.  Построим эпюру  х  для опасного сечения. В расчетах примем  R 

=  = 210 МПа =  21 кН/см
2
,  с = 0,9. 

Определяем опорные реакции. 

МА = 0 ,     q52,5  2q15,5  5RB = 0 ,    RB = 4,7q ; 

МВ = 0 ,        q52,5  2q10,5  5RА = 0 ,    RА = 2,3q ; 

Y = 0 (проверка) ,       q5  2q1  2,3q  4,7q = 7q  7q = 0 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     Рис.4.12 

Строим эпюры  Qу и Мz  (рис.4.12,а). Определяем экстремальное значение 

изгибающего момента в пролете. Из пропорции находим 
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0max  . 

Определяем положение центра тяжести сечения и моменты сопротивления 

для верхних и нижних волокон балки (рис.4.12,б). Данные для сечения прокат-

ного швеллера  [30  берем из сортамента. 
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              16882311130
12
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19454058102 2

3
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
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






 ,,,J z см

4 
; 

                            1429
8111

16882
в 

,
W см

3 
,    880

19,19

16882
н W см

3 
. 

Поскольку материал балки одинаково сопротивляется растяжению и сжа-

тию  (Rр = Rc = R), то достаточно обеспечить выполнение одного условия проч-

ности (4.14) в сечении с наибольшим изгибающим моментом  (сечение  С). 

                                     R
W

M
c

н
нб

расч
. 

Из этого условия находим 

                    9,02188010645,2 cн
4

max  RWqММрасч . 

Отсюда находим наибольшую допустимую нагрузку 

                                       .кН/м62,9кН/см6290  ,q  

Числовой коэффициент 2,645 в выражении для  Мрасч имеет размерность  

м
2
.  Поэтому для выражения  Мрасч  в  кНсм  надо ввести множитель  10

4
.  

Определяем значения нормальных напряжений в крайних волокнах балки 

в сечении  С. 

  МПа189МПа189кН/см918
880

6290106452
c

2
4

н

н 


 R,
,,

W

МС ; 

  МПа116кН/см6,11
1429

629,010645,2 2
4

в

в 



W

МС . 

Прочность балки по нормальным напряжениям обеспечена. 

Эпюра  х  для сечения  С  приведена на рис.4.12,в. 

 

Задача 4.4. 

Для балки указанного сечения (рис.4.13) определим наибольшую допусти-

мую нагрузку  q  из условия прочности по нормальным напряжениям и постро-

им эпюру    в опасном сечении. В расчетах примем  R = 210 МПа = 21 кН/см
2
, 

с = 1,0. 

Определяем опорные реакции. 

МА = 0 ,      q10,5  q23  4RВ = 0 ,   RВ = 1,375q; 

МВ = 0 ,      q14,5 + q21  4RА = 0 ,   RА = 1,625q; 

 = 0 (проверка) ,    q1  q2  1,625q  1,375q = 3q  3q = 0 . 
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Рис.4.13 

Строим эпюры  Qу  и  Мz  (рис.4.13,а). Определяем экстремальное значение 

изгибающего момента в пролете. Из пропорции находим: 
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Числовые коэффициенты у изгибающих моментов имеют размерность  м
2
. 

Определяем положение центра тяжести сечения и моменты сопротивления 

для верхних и нижних волокон сечения (рис.4.13,б). 
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Поскольку материал балки одинаково сопротивляется растяжению и сжа-

тию, достаточно обеспечить выполнение одного условия прочности (4.14) в се-

чении с наибольшим изгибающим моментом 
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               0,1217,818109453,0 cн
4

max  RWqМMрасч  . 

Отсюда находим:  кН/м182кН/см821  ,q . Размерность числового коэф-

фициента у изгибающего момента переведена в сантиметры. 

Определяем напряжения в крайних волокнах балки в сечении  С. 

   МПа210МПа210кН/см21
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W

MС  . 

Прочность балки обеспечена. Эпюра  х  приведена на рис.4.13,в. 

 

Задача 4.5. 
Для чугунной балки указанного поперечного сечения (рис.4.14) определим 

грузоподъемность и построим эпюру нормальных напряжений в опасном сече-

нии. Допускаемые напряжения чугуна при растяжении и сжатии равны  

[р] = 80 МПа = 8 кН/см
2
, [с] = 150 МПа = 15 кН/см

2
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                            Рис.4.14 

Используя уравнения статики, определяем опорные реакции 

                           RA = 0,5 Р ,      RВ = 2,5 Р , 

и строим эпюру изгибающих моментов  Mz  (рис.4.14,а). 

Используя в качестве вспомогательной ось  О1z1, проходящую через центр 

тяжести нижнего прямоугольника (рис.4.14,б), определим положение центра 

тяжести сечения 
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Для определения величины наибольшей допустимой силы  Р  используем 

условия прочности по наибольшим растягивающим и наибольшим сжимающим 

напряжениям для двух сечений балки  сечения  С, где действует наибольший 

изгибающий момент  МС = 0,5Р, растягивающий нижние волокна, и сечения  В, 

где действует наибольший изгибающий момент  МВ = Р, растягивающий верх-

ние волокна. 

В сечении  С  наибольшие растягивающие напряжения в нижних волокнах 

равны (рис.4.14,в) 
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Из условия прочности 
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12078
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
  кН . 

Проверка прочности по наибольшим сжимающим напряжениям не требу-

ется, так как в сечении  С  нв  , а  ][][ рc  . 

В сечении  В  наибольшие растягивающие напряжения возникают в верх-

них волокнах 
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вв
нб

W

Р

W

М В 
  

Из условия прочности 

                                      ][ р
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W
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находим                       вр ][100 WР   ,    36,179
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22428



Р кН . 

Наибольшие сжимающие напряжения в нижних волокнах равны 

                                  
нн
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100

W

Р

W

М В 
 . 

Из условия прочности   

                                      ][ c
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М В  

находим                          нc ][100 WР   ,    05181
100

120715
,Р 


  кН . 

Таким образом, более опасным является сечение  В, и допустимая величи-

на силы равна  Р = 179,36 кН. 
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Определим напряжения в нижних и верхних волокнах опасного сечения 
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Эпюра нормальных напряжений в сечении  В  приведена на рис.4.14,в. 

 

Задача 4.6. 

Для балки указанного поперечного сечения (рис.4.15) определим грузо-

подъемность и построим эпюру нормальных напряжений в опасном сечении. 

Материал балки – чугун. Допускаемое напряжение при растяжении  [р] = 80 

МПа, при сжатии  [с] = 150 МПа. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                                   Рис.4.15 

Строим эпюру изгибающих моментов  Mz  (рис.4.15,а). Числовой коэффи-

циент на эпюре  Mz  имеет размерность  м
2
. 

Используя вспомогательную ось  О1z1 , определим положение центра тяже-

сти сечения (рис.2.10,б) 
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Определим осевой момент инерции сечения относительно нейтральной оси  

Оz  и моменты сопротивления для нижних и верхних волокон. 
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Для определения несущей способности балки определим из условий проч-

ности по наибольшим растягивающим и наибольшим сжимающим напряжени-

ям параметр нагрузки  Р. 
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На участке  ВС  балки растянуты верхние волокна 
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Из условия прочности 
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Проверка прочности по наибольшим сжимающим напряжениям на участке  

ВС  балки не требуется, так как  н  < в, а  ][][ pc  . 

В сечении  А  растянуты нижние волокна 
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Наибольшие сжимающие напряжения в верхних волокнах равны 
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Из условия прочности 
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Таким образом, более опасным является сечение  А. Допустимая величина 

параметра нагрузки равна  Р = 26,24 кН. 

Определим нормальные напряжения в нижних и верхних волокнах опасно-

го сечения 
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Эпюра нормальных напряжений приведена на рис.4.15,в. 

 

 

 

 


